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INTRODUCCION:

Son bastantes conocidas las relaciones entre la teo-
ria de grafos y otras disciplinas (la Quimica y la Electrdnica
entre otras) y la importancia que tiene en 1o0s problemas reales
decidir si un grafo dado es planar o sea si es posible una re-
presentacidén grafica del mismo en el plano sin cruces entre a-
ristas, y encontrar dicha representacion.

Este problema cobra fundamental importancia en el di-
sefio de circuitos electrbnicos impresos y madscaras de hibridos
e integrados, puesto que representa un notable ahorro al no ne:
cesitar una doble faz de aluminizado en circuitos relativamente
sencillos (ver Ref. 3). De la misma manera es importante deci-
dir si un grafo es conexo o biconexo.(Para mayores detalles res
pecto a estas definiciones ver la seccidn siguiente).

Estos problemas justifican ampliamente la bisqueda de
métodos para el testeo de planaridad, conexidn y biconexifn en-
tre otros, y mis afin justifican el empleo de métodos eficientes
en lo que a tiempo de computo se refiere, puesto que en las a-
plicaciones reales los grafos a ser analizados son en general
de gran magnitud en ntGmero de vértices y aristas.

El andlisis que se presenta a continuacidn ha sido rea-
l1izado en el Centro de Técnicas Analdgico-Digitales de la Facul-
tad de Ingenieria de la Universidad Nacional de La Plata, como
base de un conjunto de programas de ayuda al disefio automatico
de circuitos y componentes electrdnicos. ’

(*) Trabajo realizado bajo la direcciéon del Ing. Antonio A. Quijano.
E| autor agradece la colaboracién dei Sr. Carlos Meza.
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BREVE DESCRIPCION DE LOS ALGORITMOS USADOS:

Por razones de claridad se presenta un analisis sepa-

rado de la resolucién de los tres problemas planteados (conexién,
biconexidén y planaridad) ordenados por grado de complejidad.

Para mayor conprensién de ciertos tdpicos tedricos,

ver definiciones en el Apéndice 2.

a) Testeo de Conexidn:

b)

Se dice que un grafo G es conexo si para todo par de
vértices x e y de G existe un camino de x a y.

Para resolver este problema se ha utilizado una téc-
nica de biGsqueda que consiste en renumerar los vértices del
grafo seglin la siguiente regla: el vértice 1 recibe el nfime-
ro 1; dado un vértice numerado como I se numera como I1+] ai

primer vértice adyacente a él, aGn no numerado y de no exis-

tir tal vértice se procede igual con el vértice I-1.

Es sencillo ver que si un grafo es conexo, todos sus
vértices son numerados durante el proceso, mientras que si G
€S no conexo existe al menos un vértice x tal que X no sera
numerado en la blsqueda. ‘

Se podra ver a continuacidén como esta técnica sumamen
te sencilla permite simplificar la resolucidén del testeo de
biconexién de un grafo.

Testeo de Biconexidn:

, Se dice que un grafo G es biconexo si al eliminar un
vértiee cualquiera x de G, y todas las aristas que 1inciden
€l, se obtiene un subgrafo de G conexo o equivalentemente,si
dados 3 vértices cualesquiera, v, W, z existe un camino de v
& W que no contiene a z. Si para alguna terna V,w,z, de Vér-
tices, todo camino de v a w contiene a z, z se denomina pun -
to de articulacidén. Esta Gltima definicidn permite dar la si
guiente caracterizacién: Un grafo es biconexo si y s6lo si -
no contiene puntos de articulacidn.

Es evidente que este problema tiene una solucién tri-
vial aplicando el algoritmo de conexidn, descripto en la sec
cidn anterior, a cada uno de los subgrafos de G obtenidos e-
liminando uno a uno todos los vértices del grafo. Sin embar-
go esta solucidn dista en mucho de ser la &6ptima, lo que po-
dra apreciarse claramente al presentarse el analisis estadis
tico de estos métodos. '

Para analizar la biconexidn de un grafo se ha utilizqg
do un método propuesto por Tarjan (Ref. 1) basado en la téc-
nica de bGsqueda explicada en la seccidén anterior ¥ que con-
siste en convertir el grafo G en un grafo orientado compues -
to por un arbol generador T y un conjunto de aristas 1llama-
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das frondas; definiendo durante el proceso de numeracitn
una funcion(LOWPT(v)) de los vértices, que se obtiene intui-
tivamente de la siguiente manera: LOWPT(v)es el menor de los
vértices que se pueden obtener siguiendo un camino en T con
inicio en v, teniendo como Gltima arista una fronda.

Esta funcidn permite aplicar muy fdcilmente la caracteriza-
ciébn de grafo biconexo dada anteriormente,basandose en la si
guiente propiedad: Si la arista (a,vleT y IOWPI(V) =a, enton
ces a es un punto de articulacidn.

(Para ina definicion mas rigurosa de la funcion LOWPT ver re
ferencia 1).

c) Testeo de Planaridad:

Se dijo en la INTRODUCCION que un grafo es planar si
es posible encontrar una representacidn en el plano tal que
110 existan cruces entre aristas.

Para resolver este problema existen dos corrientesper:
fectamente definidas: la analitica, que basa su anadlisis en
un criterio de Kuratowsky, y la constructiva que busca encon
trar una representacib6n plana del grafo.En esta corriente se
encuentran los métodos propuestos por Demoucron, Malgrange y
Pertuiset (ver Ref. 2 y 3), vy Hopcroft y Tarjan (ver Ref. 4)
Pl analisis que se presenta en este trabajo se basa en la 1m
plementacidén realizada del algoritmo propuesto por Hopcroft
y Tarjan, aplicable a grafos blconexos y que badsicamente se
puede resumir en los sigulentes pasos:

1) Numeracidn de los vértices mediante la técnica de blusque-
da explicada anteriormente y definicidén de dos funciones
de los vértices (LOWPT y LOWPT2).

2) Reordenamiento de las listas de adyacencia.

3) Biisqueda de caminos en el grafo con las nuevas listas de
adyacencia.

4) Trazado de los caminos en el plano.

Cuando el paso 4) finaliza exitosamente se ha encontrado la
representacion plana del grafo, en caso contrario el grafo
es no planar.

La implementacidén de los pasos 3) y 4) (con varias di
ferencias respecto al método propuesto por Hopcroft y Tarjan
hace que el algoritmo de testeo sea sumamente eficiente en -
tiempo de C.P.U., sobre todo para grafos de gran magnitud.

ANALISIS DE LA EFICIENCIA DE LOS METODOS PRESENTADOS:

En todo problema relacionado con 13 teoria de grafos la ¢
ficiencia de un algoritmo se mide com la relacibn entre el tlem
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po de computo y el ntmero . de vértices y aristas.

- Los algoritmos presentados en este trabajo tienen una
cota lineal respecto al tiempo de cémputo; para ser mis pPreci
S0s existen ‘constantes A,B y C tdal dque T<AN + BM + ( para cual
quier grafo con N vértices y M aristas,lo que para este tipo de
problemas representa el miximo grado de eficiencia posible. (De
aqui en mds T representard el tiempo en segundos).

Para realizar este andlisis se han implementado diver
sas rutinas de construccién de grafos,las que fueron utilizadas
posteriormente como datos para los programas de inspeccién de
conexidn, biconexidn y planaridad. (Una descripcidén completa de
estos programas se presenta en el Apéndice 1).

Nuevamente, para mayor cohesidén, es conveniente anali
zar los.resultados obtenidos en la resolucién de cada uno de I0s
probelmas por separado:(Los algoritmos aqui descriptos han sido
implementados en lenguaje PL1 y ejecutados en la IBM 360/50 de
la UNLP).

a) CONEXION:En el andlisis de este problema puede verse clara-
mente la importancia que tiene elegir las estructuras mas a
decuadas para la representacidn de grafos en computadora. Pa
ra ejemplificar se analizd la conexidén de grafos de grado 3,
4 y 5 utilizando el método presentado anteriormente con dos
estructuras de informacidén: matriz de incidencia y listas de
adyacencia, (para una descripcién de estas estructuras ver A-
péndice 2). Los resultados pueden verse en la Figura 1.Se a-
precia alli claramente el comportamiento 1lineal del método
descripto, resvondiendo a ecuaciones T = 0.034 N + 1.2,

T =0.035 N + 1,4y T = 0.036N+1,5 para los grafos de grado 3
4 y 5 respectivamente, y la notable diferencia existente res
pecto a los tiempos del método que utiliza la matriz de inci

dencia.
Gragos de grado 3 - Grados de grado 4 Grafos de grado 5
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FIGURA 1: Test de Conexion.
(. usando listas de adyacencia‘® x usando matriz de
incidencia) ‘
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Finalmente, en la Fiocura 2 se puede ver algunos de 1os resulta
dos obtenidos mediante el empleo de grafos aleatorios generados
automaticamente, y con los cuales, mediante el empleo de tecni-
cas estadisticas, se obtuve la siguiente ecuacion:

T= 0.036N +0.0005M +1,8, que representa la relacion aproximada
entre tiempo de computo y numero de vértices y aristas para tes
tear 13 conexion de srafos arbitrarios. Con dicha ecuacion se
confirma analiticamente la independencia del tiempo de cdmputo
respecto al nomero de aristas,lo que también puede apreciarse en

la tioura
FICUPA 2: Test de Conexidn (Grafos aleatorios)
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b) BICONEXION: Respecto a este problema es importante destacar
la gran diferencia existente entre el andlisis de la bico-
nexién de un grafo wutilizando la definicién de grafo bico-
nexo y el criterio enunciado anteriormente.

Sea G un grafo con N véertices; en el primero de los casos es
necesario analizar la conexidén de N grafcscon N-1 'vértices
cada uno, 1o que implica, un tienno proporcional a N2 nmnien-
tras que el algoritmo presentado aqui presenta un grado de
complejidad lineal en el nhmero de vertices, lo quUe se bue-
de apreciar en los grafticos de la Eigura 3.

FICURA 3: Test de Biconexiobn

T.cb U
395F e 33 °
33
i s ot . 34t -
33k e 20 b - A 29k .
21 o
23} . 24 F . I :
19+ ° 9 F L 20 e
A4 L ° 45 F 6 45 = ®
AO L ° AO P ] A0 | e
6 ¢ o . . 1k ° Gle
N, VERTICES
i | Il 1 i 1 L ) s Iy i Ly 5 I3 1 ] R S 1 3 3 i |6
400 300 500 Joe 99 293 495 693 8y 134 3184 s§99 334
graftos de grado 3 ghatos de grado 4 gha4os de ghado 5
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Hstas Trectas corresponden a las ecuaciones T= 0.043 N+1 5
I 0.045 Nt1,75, 1= 0.047 N+1. 6 *

Por Gltimo y mediante las rutinas de generacién de
grafos al azar se obtuvo la siguiente ecuacidn de regresién
T= 0.037 N+0.004 M +1.68 que ajusta estadisticamente la recta
que relaciona el tiempo de cémputo y el nimero de vértices y a-
ristas.

c) PLANARIDAD: Por ser éste el méds complejo de los problemas pre
sentados, es conveniente antes de detallar los resultados ob
tenidos,esbozar un breve andlisis acerca del grado de comple
jidad de otros algoritmos para decidir la planaridad de un
grafo. .

El primer criterio conocido fue el encontrado por Kuratowsky
(Ref. 5 ); este método tiene un grado de dificultad del or-
den de NO. M&s recientemente se conocen 1os algoritmos de De
moucron, Malgrange y Pertuiset, con un grado de complejidad
del orden de N° y de Tarjan (Ref.6) con wuna relacién tiempo

m

~de c6bmputo T N log N.

El método aqui presentado,que tiene un comportamiento
estadistico cercano a la linealidad, ha resultado sumamente
eficiente, mds afin teniendo en cuenta que el lenguaje PL1(en
el cnal se realiz6 la implementacidn) no dispone de estructu
ras adecuadas para el manejo de grafos y drboles. '

El programa ha sido probado con los grafos que repre-
sentan el peor caso para este algoritmo, los grafos satura-
dos, puesto que el nGmero de aristas en este caso es maximo.
Los resultados obtenidos son excelentes; se analizdé un grafo
de 500 vértices en 39 s de C.P.U.

- Es importante destacar que la deteccién de grafos no
planos es, obviamente, muy veloz, puesto que el andlisis fi-
naliza cuando se encuentra un camino que no puede ser traza-
do planarmente.

Como ilustracidn de lo aqui expuesto, pueden verse en
la Figura 4 los resultados obtenidos en la aplicacién de es-
te método para grafos planares saturados y en los grafos de
grado 3 v 4, generados automaticamente.

' (Por razones de espacio se obvian los resultados obte
nidos para grafos de grado 5; el comportamiento del tiempo -
de cdmputo en estos casos difiere en muy poco del mostrado -

en los graficos de la Figura 4).
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CONCLUSIONES:

Se ha presentado un conjunto de algoritmos de manejo
de grafos con un alte grado de eficiencia, y se han detallado
los resultados obtenidos en la aplicacidn de estos métodos soO-
bre un conjunto de grafos generados automdticamente, quedando-
perfectamente demostrada la bondad de estos algoritmos respecto
a otros que buscan resolver el mismo tipo de problema.

Convendria antes de finalizar este trabajo, hacer un
breve comentario acerca de los tdpicos que se estdn analizando
actualmente, estrechamente relacionados con los aqui presentadc
El primero de ellos es obtener a partir de la informacidn colec
tada por el algoritmo de planaridad una representacién planar -
automatica del grafo con métodos interactivos, y el segundo de
ellos es obtener un algoritmo eficiente para testear si un gra-
fo es planar-exterior o sea si es posible una representacion -
plana del mismo de manera que todos sus vértices glieden en 1o
periferia

Por fGiltimo, es importante reiterar que el esfuerzo rea
lizado en obtener algoritmos de este tipo con un alto grado de
eficiencia estd ampliamente justificado en la importancia que -
pueden tener los mismo en el disefio interactivo de circuitos e
lectrdnicos impresos, entre otras aplicaciones.
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APENDICE |

Vo

GENERACION DE GRAFOS POR COMPUTADORA:

‘ Es sumamente importante disponer de una bateria de
programas de generaci6én de grafos por computadora no sélo para
un testeo intensivo de la correccidon de los algoritmos implemen

tados,sino también para realizar un andlisis amplio y profundo

de la eficiencia de dichos algoritmos.

Para la elaboracién del anilisis aqui presentado se
confeccionaron rutinas de generacidén de grafos de los siguien-
tes tipos: ‘

a) Grafos regulares de grado 3: Se generan grafos triconexos -
planares que responden al esquema de la Figura 6.

FIGURA 6

Grago regularn de grado 3 con 14 vérntices

'b) Grafos regulares de grado 4: Para producir estos grafos pla
nos se utilizd una técnica de despliegue que consiste en
reemplazar cada vértice de un grafo generado por el método

anterior, por Se€iS vértices conectados entre si(Figura 7].

FIGURA 7 7

ornlginal obtenido

AN

¢ R

Configurnacidn ﬁ Despliegue

c) Grafos regulares de grado 5: En este caso se reemplazd cada
vértice de un grafo generado por el método anterior por una
representacidn compleja obteniéndose un grafo planar ( Para
mayores detalles ver Ref.7 ).

d) Grafos planares saturados: (Un grafo planar se dice satura-
do si no es posible agregarle ninguna arista sin afectar 1la
planaridad). En este caso se utilizd para generar los grafos
planos saturados el siguiente método: Dado como base el gra
fo de 4 vértices de la Figura 8, se obtiene un grafo de 5
vértices eligiendo al azar una de las 3 caras triangulares,
colocando alli un vértice y uniéndolo con los 3 vértices que
limitan la cara (Figura 9). En general dado un grafo planar
saturado de I vértices de este tipo, se obtiene un grafo de
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APENDICE 2

DEFINICIONES MATEMATICAS Y FORMAS DE REPRESENTAR UN GRAFO POR
COMPUTADORA :

Un grafo G es un par ordenado (X,A) donde X es un con
junto de vértices y A un conjunto de aristas que relacionan es-
tos vértices arbitrariamente. ‘

51 cada arista estd formada por un par (u, v) no orde-
nado de vértices, el grafo se dice no orientado, en caso contra-
rio el grafo se dice orientado. Se dice que 2 vértices son adya-
centes si existe una arista que los une.

Se denomina grado de un vértice al nlimero de aristas
que inciden en &1l; un grafo se dice regular si todos los vérti-
ces tienen el mismo grado.

Sean u y w dos vértices de G; un camino de u a v es
;ns izces;on de aristas (1i)i=1,n tal que 1i=(Vi, Vi+1)con Vi=u
Al

Un subgrate G', de G es un grafao tal que G' = (X A}
con X'« X y A'c A; Si G es orientado un subgrafo T se denomina
arbol si T esta formado por un vértice V (llamado raiz) en el
que no incide ninguna arista y en todo vértice u # v incide una

Y s6lo una arista. Si todo vértice de G es vértice de T el arbol

se denomina generador; toda arista de G que no pertenece a T se
denomina fronda.

, Finalmente un grafo G se puede representar por una ma-
triz M tal que m,: = 1 si y s6lo si el vértice i estd conectado
al vértice j y efilcaso contrario mij = 0; 0 por un conjunto de
listas, donde la lista i contiene tododos los vértices adyacentes
al vértice 1.



